Felderítõ statisztika
                                                                               3. Csoportosítás-14

3. Csoportosítás

3.1. Csoportosítás és osztályozás

Csoportosításon (clustering) azt az eljárást értjük, amely objektumok között, hasonlóságuk (tulajdonságtérbeli közelségük) alapján úgy állapít meg rokonságot (csoportosulást, csoportba tartozást), hogy a csoportba tartozást illetõen semmiféle elõzetes ismeretünk vagy elvárásunk nincsen. Az objektumok csoportba sorolása tekinthetõ “alakjuk” rokonsága felismerésének, a csoportosítás tehát alakfelismerésnek is nevezhetõ. Ha a elõzetes elvárások nélkül csoportosítunk, “nem felügyelt alakfelismerést”, (unsupervised pattern recognition) végzünk. Ezzel szemben áll majd az osztályozás, a felügyelt alakfelismerés (supervised pattern recognition), ahol a kérdés olymódon vetõdik fel, hogy valamely objektum beletartozik-e egy elõzetesen definiált csoportba avagy nem.
A csoportosítási módszereket hierarchikus és nem hierarchikus módszerekre szokás osztani.

3.2 A csoportok jellemzői
Csoporton (clusteren) objektumok együttesét értjük, amelyeket valamely, jól definiált szempont szerint tekintve hasonlónak, rokonnak minősítünk. A tulajdonságtérben sok csoport fordulhat elö, amelyek egymástól jól elszigeltek, diszjunktak lehetnek, de részban vagy egészben átfedőek is lehetnek, egymásba érhetnek, vagy akár egymásba ágyazodhatnak.

Egy csoport helyét a térben súlypontvektorával (centroid l. 2.29 képlet) szokás megadni, de választható erre a csoport egy kiszemelt jellemző objektumának tulajdonságvektora is (centrotype).  

Egy-egy csoport kiterjedését a csoport átmérővel (cluster diameter) vagy a csoport sugarával (cluster radius) lehet mérni. Az első mennyiség a csoport két legtávolabbi objektumának távolsága, a második a csoportsúlypont és az attól legtávolabbi objektum távolsága.

3.3. Hierarchikus csoportosítás

3.3.1. A hierarchia elv

A hierarchikus csoportosítás Aristoteles logikáját követi, amennyiben minden rendszertani egység valamely föléje rendelt csoporthoz (“genus proximus”) tartozik, és attól valamilyen sajátos jegy (“differentia specifica”) különbözteti meg. Hierarchikusan csoportosított objektumok fa-struktúrát képeznek, amelyben az objektumok viselik a fölérendelt objektumok tulajdonságait, de azoktól különböző tulajdonságaikat is “örökítik” alárendelt objektumaiknak.

3.3.2. Az algoritmus
Hierarchikusan kétféle módon lehet csoportosítani: felosztó, divizív  vagy egyesítõ, agglomeratív módon. 

Az első gondolatmenet szerint az objektumokat elõször egy vagy több tulajdonságuk legfeltûnõbb különbségei alapján két csoportra osztjuk, majd az egyes csoportokon belül keresünk ismét olyan megkülönböztetõ jegyet, vagy jegyeket, amelyek alapján a csoportokat megint két-két részre bonthatjuk, és így tovább. Az egy tulajdonságra figyelő felosztást monotetikusnak, a több tulajdonságot tekintőt politetikusnak nevezik. 

Bináris változók esetén használják az asszociáció analízist (Williams-Lambert clustering), csoportok objektumai bizonyos statisztikai jellemzőinek (csoportokon belüli távolságnégyzetösszegének, az átlagos kovariancia mátrix nyomának) minimálását végzi az Edwards és Cavalli-Sforza csoportosítás, lineáris diszkrimináló osztályozó mennyiséget használ a lineárisan diszkrimináló hierarchikus csoportosítás (LDHC) [1,2]

Az egyesítõ, agglomeratív csoportosítás során az algoritmus megkeresi egy objektumhoz a hozzá leginkább hasonló másikat. A két objektumot csoporttá egyesíti, amely most már “új objektumnak” számít, új tulajdonságokkal. Ezekután az eljárás megkeresi a következõ két leghasonlóbb objektumot (esetleg csoportot), ezeket olvasztja össze, és ezt addig folytatja, amíg végül egyetlen csoport keletkezik.

Számítástechnikailag az utóbbi csoportosításmód az egyszerûbb. Az eljárás lépései a következõk:

a) az I darab objektum közötti (kiválasztott fajtájú) távolságokat megadó I x I méretü távolságmátrixban (l. 2.3.4. pont) kikeresi a legkisebb tst értéket

b) az ehhez tartozó két objektumot csoporttá egyesíti

c) a választott csoporttávolság láncot figyelembevéve (l. 2.4. pont)meghatározza a csoport távolságát a többi objektumtól. 

d) megújítja a távolságmátrixot, amennyiben az egyesített objektumok távolságsorait törli a mátrixból és helyettesiti egy új sorral, amely a csoportnak a többi objektumtól fennálló távolságait tartalmazza. A távolságmátrix mérete ezzel eggyel csökken.

Ezekután az a) lépéssel újra kezdõdik a mimimális távolság keresése, az egyesítés,  a mátrix méretének csökkentése, amíg végül egyetlen csoport nem marad. 

Az objektumok besorolásán túl a hierarchikus csoportosítás az objektumok (csoportok) hasonlóságára (similarity) is ad egy relatív, 0 és 1 között fekvő mérõszámot:
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ahol tst a két tekintett objektum távolsága, tmax a két legtávolabbié, azaz az eredeti  távolságmátrix maximális eleme.

3.3.3. A hierarchikus csoportosítás eredményei

Az agglomeratív hierarchikus csoportosítás eredményként megadja

a) a csoportosítás történetét: mely objektumokat (csoportokat) talált leghasonlóbbnak (melyeket egyesített), mekkora volt ezek hasonlósága, hány objektumot tartalmaz pillanatnyilag a kialakított csoport.

b) a csoportosítás tetszõlegesen (a csoportosító által valamely meggondolás alapján) meghatározott hasonlósági szintnél, vagy előírt csoportszámnál) éppen létezõ csoportok tulajdonságait:


a csoportokba kerülõ objektumok számát


csoporton belül az objektumok átlagos és maximális távolságát súlypontjuktól, valamint a súlypontól mért távolságok négyzetösszegét


az egyes tulajdonságok értékét a csoportsúlypontokban és a összes objektum közös súlypontjában


a csoportok súlypontjainak egymástól való távolságát

Emlékeztetünk arra, hogy csoportsúlyponton (centroid, barycenter) a csoporthoz tartozó objektumoknak a tulajdonságtér origójától mért távolságai (az objektum sorvektorok) átlagát képviselõ pontot (J elemû vektort) értjük:
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(3.2)

(ng : a g-edik csoport objektumainak száma).

3.3.4. A hierarchikus csoportosítás eredményeinek szemléltetése

A hierarchikus csoportosítás eredményét a dendrogram szemlélteti. A dendrogram fastruktúrát bemutató rajz, amelynek vizszintes tengelyén és azzal párhuzamos felső szintjein (rajzolhatóság szempontjából) célszerû elrendezésben objektumok (csoportok)  szerepelnek, amelyek közül a leginkább hasonlókat vizszinte vonalak kötnek össze. A csoportokhoz tartozó függőleges vonalak hossza (magassága, ordinátája) az objektumok (csoportok) számszerû, (3.1) összefüggés szerinti hasonlóságát adja meg.

Az egyes tulajdonságok a súlypontban érvényes értékeit szemlélteti a súlypontjellemzõ (koordináták) ábrája (cluster centroid profile), amelyen jól láthatók, melyek a a csoportokat megkülönböztetõ (diszkiminatív) tulajdonságok.

A csoportok alakjáról, egyes objektumok esetleges különös (kiugró) viselkedésérõl szólnak a csoport-objektum távolság (object-cluster distances) ábrák. Egy-egy ilyen ábra az objektumok távolságát mutatja be valamely két csoportsúlyponttól.

3.3.5. Példa hierarchikus csoportosításra [3]

Három Iris faj (1: Iris setosa, 2: Iris virginica és 3: Iris versicolor) 5 - 5 példányán megmérték a sziromlevelek (petalum) hosszát és szélességét. ( petal_l és petal_w),valamint a csészelevelek (sepalum) hosszát és szélességét (sepal_l és sepal_w). 

A cm-ben mért méretek a 3.1 táblázatban láthatók.

A hierarchikus csoportosításhoz a lehetőségek közül a a tulajdonságok szórásával zsugorított (Pearson) távolságot és a csoportok közötti maximális távolságot figyelő teljes láncot választották. A csoportosítás számszerű eredményeit a 3.2 táblázat mutatja. A kapott eredményeket a 3.2 – 3.5 ábrák szemléltetik.

3.1 táblázat. Iris növénypéldányok méretei

	no
	species
	petal_l
	petal_w
	sepal_l
	sepal-w

	1
	1
	5.1
	5.1
	3.5
	1.4

	2
	1
	4.9
	4.9
	3.0
	1.4

	3
	1
	4.7
	4.7
	3.2
	1.3

	4
	1
	4.6
	4.6
	3.1
	1.5

	5
	1
	5.0
	5.0
	3.6
	1.4

	51
	2
	7.0
	3.2
	4.7
	1.4

	52
	2
	6.4
	3.2
	4.5
	1.5

	53
	2
	6.9
	3.1
	4.9
	1.5

	54
	2
	5.5
	2.3
	4.0
	1.3

	55
	2
	6.5
	2.8
	4.6
	1.5

	101
	3
	6.3
	3.3
	6.0
	2.5

	102
	3
	5.8
	2.7
	5.1
	1.9

	103
	3
	7.1
	3.0
	5.9
	2.1

	104
	3
	6.3
	2.9
	5.6
	1.8

	105
	3
	6.5
	3.0
	5.8
	2.2


A négy méret alapján a 15 növénypéldányt 15 pont szemlélteti a 4 dimenziós térben. A sepal_l és sepal_w méretek síkjában a 15 növénypéldányt 3.1 ábra ábrázolja.

3.1 ábra Iris példányok
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3.2 táblázat Iris példányok hierarchikus csoportosítása

Amalgamation Steps

Step Number of  Similarity  Distance  Clusters   New   Number of obs.

     clusters     level      level     joined  cluster in new cluster

  1     14       96.24        0.181    1    5     1           2

  2     13       92.40        0.365    6    8     6           2

  3     12       90.86        0.439    7   10     7           2

  4     11       90.58        0.452    2    3     2           2

  5     10       88.08        0.573    2    4     2           3

  6      9       84.51        0.744   13   15    13           2

  7      8       84.14        0.762    6    7     6           4

  8      7       82.99        0.817   12   14    12           2

  9      6       81.25        0.901    1    2     1           5

 10      5       69.67        1.457   11   13    11           3

 11      4       57.90        2.023   11   12    11           5

 12      3       56.72        2.079    6    9     6           5

 13      2       27.22        3.497    1    6     1          10

 14      1        0.00        4.805    1   11     1          15

Final Partition

Number of clusters:   3

            Number of    Within cluster  Average distance Maximum distance

           observations  sum of squares   from centroid    from centroid  

Cluster1         5               0.632            0.350            0.421  

Cluster2         5               2.484            0.590            1.272  

Cluster3         5               1.876            0.554            0.903  

Cluster Centroids

Variable       Cluster1     Cluster2     Cluster3 Grand centrd

petal_l          4.8600       6.4600       6.4000       5.9067

petal_w          4.8600       2.9200       2.9800       3.5867

sepal_l          3.2800       4.5400       5.6800       4.5000

sepal-w          1.4000       1.4400       2.1000       1.6467

Distances Between Cluster Centroids

               Cluster1     Cluster2     Cluster3

  Cluster1       0.0000       2.8130       3.4865

  Cluster2       2.8130       0.0000       1.3200

  Cluster3       3.4865       1.3200       0.0000

3.2 ábra. Iris példányok dendrogramja
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3.3 ábra. Iris példányok csoportjainak tulajdonságai
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Variables: 1 petal_l, 2 petal_w, 3 sepal_l, 4 sepal_w; 

Clusters: 1 setosa, 2 virginica, 3 versicolor

3.3 ábra. Iris példányok elhelyezkedése a térben
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3.4. Nem hierarchikus csoportosítások

A nem-hierarchikus csoportosító eljárások egy lépésben törekednek arra, hogy a hasonló objektumokból csoportokat képezzenek. Többféle szempontból lehet csoportosítani. Megkívánható például, hogy egy csoport legyen “sűrű”, azaz az objektumok minél nagyobb számban lépjenek fel súlypontjuk körül, vagy legyen egy-egy objektum minél több azonos csoportbeli társával szomszédos. A gyakorta használt K-közép csoportosítás az elsõ, a Jarvis-Patrick csoportosítás a második szempontot érvényesíti. 

3.4.1. A K-közép csoportosítás (K-means clustering)

A K-közép (K-means, K-súlypont) csoportosítás olyan optimáló jellegû csoportosítás, amely minimálja a G darab csoportban az objektum-csoportsúlypont távolságok összegét.

A g-edik csoport 
[image: image7.wmf])

(

g

i

d

, J-elemű sorvektorral jellemzett i-edik objektuma a csoport cg súlypontjától 

[image: image8.wmf](

)

å

å

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

ng

i

J

j

g

j

g

ij

d

d

Q

1

2

/

1

1

2

)

(

)

(



g = 1,2 …G


(3.3)
. Ennek a kritériumnak megfelelõen egy-egy objektum abba a csoportba kerül, amelynek súlypontjához legközelebb áll.

Algoritmus

A K-közép csoportosítás jellemzõje, hogy a csoportok K számát a felhasználó írja elõ. Ennek az adatnak kérésével kezdõdik az eljárás algoritmusa, amelynek lépéseiben az alábbiak történnek:

a) meghatározzuk a kezdeti adatokat és a számítási feltételeket. Ezen belül 


megadjuk a megkívánt csoportok számát (K)


kijelöljük az elsõ K darab csoport súlypontját. Súlypont lehet az elsõ K darab sorrakerülõ objektum, vagy véletlenül kiszemelt, esetleg a felhasználó által megadott objektumok.


döntünk arról, hogy standardizáljuk-e a változókat, avagy marad eredeti számértékük?

b) az algoritmus ezekután a sorrakerülõ, csoportosításra váró objektumról eldönti, mely súlyponthoz áll legközelebb. Ezt az objektumot az ezen súlypont által képviselt csoporthoz csatolja.

c) kiszámítja a bõvült csoport új súlypontját.

d). ha egy, már csoportba került objektum közelebb kerül egy új súlyponthoz, mint eddigi csoportjának súlypontja, át lesz helyezve az új csoportba.

e) az ílymódon esetleg csökkent létszámú csoportnakaz algoritmus kiszámítja új súlypontját.

f) sorrakerül a következõ objektum, és az eljárás a b) lépéstõl folytatódik.

g) ha nincs már több objektum, az eljárás megáll.

Eredmények

A K-közép csoportosítás eredményként megadja 


az egyes csoportokba kerülõ objektumok ng számát, g = 1, 2,   ,K 


csoporton belül az objektumok átlagos és maximális euklideszi távolságát súlypontjuktól, valamint a súlypontól mért távolságok négyzetösszegét


az egyes tulajdonságok értékét a csoportsúlypontokban azaz a csoportok súlypontjainak (cg) koordinátáit


a csoportok súlypontjainak egymástól való euklideszi távolságát


valamint további, tetszés szerint elõhívható mennyiségeket, pl. objektumokhoz az õket tartalmazó csoport sorszámát.

Az eredmények grafikusan is szemléltethetõk, bemutathatók például a csoportsúlypontok koordinátái a változók sorrendjében, azaz a súlypontjellemzõk ábrája (cluster centroid profile) valamint a csoportok alakjáról, egyes objektumok esetleges különös (kiugró) viselkedésérõl szóló a csoportsúlypont-objektum távolság (object-cluster distances) ábrák, amelyek valamennyi objektum helyzetét valamennyi csoportsúlyponthoz viszonyítva mutatják be.

Példa

Három Iris faj (1: Iris setosa, 2: Iris virginica és 3: Iris versicolor) 5 - 5 példányán megmérték a külsö és belsõ lepellevelek hosszát és szélességét. (C1: külsõ hossz, petal_l, C2: külsõ szélesség, petal_w, C3: belsõ hossz, sepal_l,C4 belsõ szélesség, sepal_w). A 15 növénypéldányt az alábbi ábra két tulajdonságuk, (sepal_l és sepal_w) szerint ábrázolva mutatja be. Az objektum pontok közé önkényesen a fajokat elválasztó közelítõ határvonalakat húztunk.

Iris példányok
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A 15 egyed 4 tulajdonságát tartalmazó adatrendszert a 3-közép módszerrel csoportosítják, eredeti méretadatokkal, a 3 kezdeti súlypontot a három fajból választva. Az eredmények:

K-közép csoportosítás (K-Means Cluster Analysis

A csoportosítás végeredménye

Csoportok száma: 3

	
	Objektumok száma
	Objektumok sorszáma
	Négyzetösszeg csoporton belül
	Átlagos távolság a súlyponttól
	Maximális távolság a súlyponttól

	Csoport1
	5
	1,2,3,4,5
	0.632
	0.350
	0.421

	Csoport2
	5
	6,7, 8,9,10
	2.484
	0.590
	1.272

	Csoport3
	5
	11,12,13,14,15
	1.876
	0.554
	0.903


Mint látható, a növények egy kisebb és egy-egy nagyobb kiterjedésû (változékonyságú) csoportba kerültek.

A csoportsúlypontok
	Tulajdonság
	Csoport1
	Csoport2
	Csoport3
	Közös súlypont

	petal_l
	4.8600
	6.4600
	6.4000
	5.9067

	petal_w
	4.8600
	2.9200
	2.9800
	3.5867

	sepal_l
	3.2800
	4.5400
	5.6800
	4.5000

	sepal_w
	1.4000
	1.4400
	2.1000
	1.6467


A táblázat adatait az alábbi “cluster centroid profile ábra szemlélteti, ahol az egyes súlypontoknak az 1, 2, ... tulajdonsághoz tartozó koordinátái szerepelnek.
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Látható, hogy a választott tulajdonságok legsikeresebben az 1. csoport elemeit választják el a többitól. A leginkább szétválasztó tulajdonság a harmadik ( sepal_l), mig az elsõ és második tulajdonság a 2. és 3. csoportot nem tudná elválasztani.

A távolság csoport súlypontok között

	
	Csoport1
	Csoport2
	Csoport3

	Csoport1
	0.0000
	2.8130
	3.4865

	Csoport2
	2.8130
	0.0000
	1.3200

	Csoport3
	3.4865
	1.3200
	0.0000


A táblázat megint sejtteti, hogy a 2. és 3. csoport elválása nem átütõen sikeres.

Az objektumok és súlypontok távolságait ábrázoló alábbi ábra a három csoportnak megfelelõen három grafikont tartalmaz. A rajzokon az objektumok szerepelnek, amelyek vizszintes tengelyhez tartozó koordinátája a rajz fölé írt csoport súlypontjától mért euklídészi távolság, függõleges tengelyhez tartozó koordinátája a rajz mellé írt csoport súlypontjától mért euklídészi távolság. Az ábra a csoportok kiterjedésérõl és egymástól való elválásukról tájékoztat.
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(
3.4.2. Jarvis-Patrick csoportosítás

A Jarvis-Patrick módszer objektum sûrûség szempontjából csoportosít. Az eljárás olyan csoportok kialakítására törekszik, amelyeken belül az objektum sûrûség a lehetõ legnagyobb. Az optimális csoportszám algoritmikusan adódik. A csoportosítás az egyes objektumok szomszédainak tulajdonságait mérlegeli.

Algoritmus:

a) a bemenõ paraméterek megadása: 


a tekintetbe vett szomszédok számának (K) és a 


szomszédlistákon közösen szereplõ objektumok számának elõírása.

b) Szomszédlista összeállítása: n x K méretú táblázat összeállítása, amelynek i-edik sora az i-edik objektum K darab szomszédjának sorszámát tartalmazza. A táblázat i-edik sora az i-edik objektum szomszédlistája. 

c) Az objektumok csoportosítása. Két objektum egy csoportba kerül, ha 


ha szomszédlistáik tartalmazzák egymást és


a két szomszédlistán van legalább M darab közös objektum.

Eredmények
A módszer szokásosan megadja 


a csoportok G számát,


az egyes csoportok ng elemszámát,


a csoportok cg súlypontjait,


a csoportok súlypontjainak egymástól való távolságait,


a csoportok kiterjedését leíró mennyiségeket (a csoporton belüli objektum-súlypont eltérések négyzetösszegét, valamint az objektumokak súlypontjuktól vett átlagos és maximális távolságát)


f) továbbá néhány tetszés szerint elõhívható mennyiséget.

Az eredmények itt is szemléltethetõk grafikusan, bemutathatók a csoportsúlypontok koordinátái a változók sorrendjében, azaz zanulmányozható a súlypontjellemzõk ábrája (cluster centroid profile) valamint a csoportok alakjáról, egyes objektumok esetleges különös (kiugró) viselkedésérõl szóló a csoportsúlypont-objektum távolság (object-cluster distances) ábra, amely valamennyi objektum helyzetét valamennyi csoportsúlyponthoz viszonyítva mutatja be.

Példa

Az elõzõ pontban tárgyalt példában szereplõ Iris adatrendszert 5 szomszéd és 3 közös szomszéd elõírásával a Jarvis-Patrick módszer a következõképpen csoportosította:

Csoportok száma: 4

	
	Objektumok száma
	Objektumok

sorszáma
	Csoporton belüli négyzet összeg
	 Átlagos távolság a súlyponttól
	 Maximális távolság a súlyponttól  

	Csoport1
	5
	1,2,3,4.5
	0.632
	0.350
	0.421  

	Csoport2
	5
	6,7,8,10,12
	1.512
	0.501
	0.916  

	Csoport3
	1
	9
	0.000
	0.000
	0.000  

	Csoport4
	4
	11,13,24,15
	0.857
	0.421
	0.560  


Amint látszik, a csoportosítás az adott feltételekkel a 9. sz. (virginica) példányt a többi fajtársától eltérõnek találta és külön csoportba sorolta, miközben a 12. számút a 2 csoporthoz tartozónak ítélte.

Csoportsúlypontok

	Tulajdonság
	Csoport1
	Csoport2
	Csoport3
	Csoport4
	Közös súlypont

	petal_l
	4.8600
	6.5200
	5.5000
	6.5500
	4.6200

	petal_w
	4.8600
	3.0000
	2.3000
	3.0500
	3.5867

	sepal_l
	3.2800
	4.7600
	4.0000
	5.8250
	4.5000

	sepal_w
	1.4000
	1.5600
	1.3000
	2.1500
	1.6467


Távolság csoportsúlypontok között

	
	Csoport1
	Csoport2
	Csoport3
	Csoport4

	Csoport1
	0.0000
	2.9037
	2.7371
	3.6293

	Csoport2
	2.9037
	0.0000
	1.4750
	1.2189

	Csoport3
	2.7371
	1.4750
	0.0000
	2.3913

	Csoport4
	3.6293
	1.2189
	2.3913
	0.0000


A csoportok elhelyezkedése a következõ volt:
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