MATEMATIKAI KIEGESZITES: INTEGRALAS II.
A hatarozott integral tulajdonsigai

1. Integralas megegyezo also és felsd integralasi hatarral:

Tf(x)dx =0

2. Integracios hatarok felcserélése:

jif(x)dx = —jf(x)dx

c b
3. Ha 1éteznek az If (x)dx &g If (x)dx integralok, akkor az a, b, c¢ tetszOleges
elhelyezkedése mellett is 1étezik a
b c b
j f(x)dx= j F(x)dx + j £ (x)dx

integral is.

b
4. Ha létezik a jf (x)dx integral, akkor tetsz6leges ¢ dllandora:

jcf (x)dx = cj f(x)dx

b b
5. Ha létezik a If (x)dx és a J-g (x)dx integrélok, akkor létezik a
’ b ’ b b
[[reo+gokdx=[ f(xdx+ [ g(odx
integral 1s.
6. Kozépértéktételek, integralas sorfejtéssel ...

Kovetkezd kiegészités: hatarozatlan integral, primitiv fiiggvény fogalma,
hatarozott integral kiszamitasa a hatirozatlan integral segitségével.
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TERMODINAMIKA II. FOTETELE
BEVEZETES
A torténeti kezelést kovetjiik, késObb a mikroszkdpikus képet is felvazoljuk.
Eddigi kérdésfeltevéseink:
1. Hogyan jellemezhetjiik egy rendszer termodinamikai allapotat?

A kérdést szlikitjiik a 0. fotétel segitségével bevezetve az egyensuly
fogalmat. A hdmérséklet, mint a termikus egyensulyt meghatarozo
intenziv allapotjelzd bevezetésével, rendelkezésiinkre all az 6sszes
sziikséges allapotjelzo, melyek Osszessége jellemzi az egyensulyi
allapotot. Az allapotjelzOk kozotti fiiggvénykapcesolatot az
allapotegyenletek irjak le.

2. M1 torténik akkor, ha egy, az el6z0 pontban mar jellemzett egyensulyi
rendszeren valtoztatasokat hajtunk végre (munkavégzés, ho)? Hogyan
jellemezhetjiik a rendszert a folyamatok utdn? Az I. fotétel segitségével
posztulaltuk, hogy a valtozasok folyaman végzett munka és felszabadult
vagy elnyelt ho 0sszege egyenlo a belsO energia megvaltozasaval. A
belsd energia fogalmat mikroszkopikus alapon is értelmeztiik.

A valtozasok koziil kitiintetett figyelemmel kisérjiik a reverzibilis
valtoztatasokat, ezeket a valtozasokat ugyanis tovabbra is az egyensuly
felOl kozelithetjiik meg.

Ujabb tipusi kérdésfeltevéshez érkeztiink!

A tapasztalat szerint egyes folyamatok dnként lejatszodnak bizonyos feltételek

mellett, a folyamat lejatszodéasa utdn azonban az eredeti helyzetet visszaallito

folyamat nem jatszodik le onként, ,.kiils6 beavatkozas™ nélkiil.

Hogyan jellemezhetjiik az onként lejatszodo, vagy az onként le nem jatszodo
folyamatokat?
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Példak:

A allapot B allapot

Két azonos méretll €s mindségli Mindkét tomb homérséklete 25 °C.
fémtomb (pl. réz), az egyik
homérséklete 20 °C, a masiké 30 °C, a
két tombot Osszekoti egy rézhuzal.

Egy 20 °C homérsékletii hig gaz A géaz azonos hOmérsékleten
betolti egy adiabatikus zart edény egyenletesen betolti az edényt.
egyik felét, az edény masik felében
vakuum van.

Egy 20 °C hOmérséklet hig X gaz A két gaz egyenletesen

betolti egy adiabatikus zart edény Osszekeveredve tolti be az edényt, a
egyik felét, az edény masik felét 20 hdmérséklet 20 °C.

°C homérsékletii hig Y gaz tolti meg.

Melyik folyamat zajlik le 6nként?

A—B folyamatok onként lejatszodnak.
B— A folyamatok nem jatszodnak le onként.

Errdl az I. f6tétel semmit sem mond, bar mindkét folyamat konzisztens az 1.
fotétellel.
Megsejthetjiik, hogy megfogalmazhat6 egy kritérium arra nézve, hogy egy
folyamat 6nként megy-e végbe vagy sem. Szintén sejthetd, hogy a kritérium az
allapotok természetétdl, termodinamikai allapotatol fog fiiggeni!

A
A II. f6tétel megfogalmazdsa sordn bevezetiink majd egy dllapotfiiggvényt
(mely természetesen csak a rendszer allapotjelz6itdl fligg), melynek a két
allapotban felvett értéke ad inform4ciot arrdl, hogy végbemegy-e a folyamat!

Még egy ,,bevezetd” gondolat:

- Az 6nként végbemeno folyamatok nem mennek végbe onként az ellenkezd
iranyba. Jellemzdjiik, hogy az 6nként végbemeno folyamatokat nem lehet
visszaforditani anélkiil, hogy valamely valtozast ne okoznank a vilag valamely
részében! Ezek az irreverzibilis folyamatok.

- Kordbban besz€ltiink a reverzibilis folyamatokrdl, melyek egyensulyi
allapotok sorozatan keresztiil végteleniil kicsiny megvaltozasokon keresztiil
jatszodnak le. Ezek a folyamatok visszafordithatok, reverzibilisek, anélkiil
hogy valamely véltozast okoznank a vilag valamely részében!
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A II. FOTETEL KULONBOZO FORMAI

A II. fotétel a makroszkopikus testek viselkedésérdl megfogalmazott 4llitas,
mely kisérleti megfigyeléseken alapul. Mikroszkopikus interpretiaciojat késobb
adjuk.

A II. fotételnek szamos megfogalmazasa 1€tezik.

1. Clausius axioma: Lehetetlen olyan folyamatosan jaro késziiléket tervezni,
melynek mas hatdsa nincs csak ho transzfere egy alacsonyabb
homérsékletli testrol egy magasabb homérsékletiire.

2. Kelvin axioma: Lehetetlen olyan folyamatosan jar6 késziiléket tervezni,
melynek mas hatdsa nincs csak ho felvétele egy adott hOmérsékletii
hotartalybol, €s ezzel egyenértékli mechanikai munka végzése.

3. Caratheodory axiéma: Minden zart, egyensulyi rendszer dllapotanak
kornyezetében vannak olyan dllapotok, amelyek nem érhetdek el az
egyensulyi allapotbol adiabatikus uton.

Vegyiik €szre: mindharom forma valaminek a lehetetlenségét mondja ki!

Ekvivalens megfogalmazasok, de ekvivalencigjukat nem targyaljuk. Tovabbi
megfogalmazasok is lehetségesek!

Planck: idedlis gazok viselkedésén alapul
Callen: elvontabb, definialja az entropia fiiggvényt és tulajdonsagait.
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A 1. FOTETEL SZISZTEMATIKUS TARGYALASA
Kelvin (és Carnot) — féle targyalast kovetjiik.
Gondolatkisérlet-sorozat!

Kelvin axioma: Lehetetlen olyan folyamatosan miik6do késziiléket tervezni,
melynek mas hatdsa nincs csak ho felvétele egy adott egyenletes homérsékleti
hotartalybol, €s ezzel egyenértékll mechanikai munka végzése.

(Alternativ modon: Lehetetlen egy adott egyenletes hOmérsékletli hotartalybol
ho transzfere altal a hovel egyenértékli mechanikai munka végzése, anélkiil,
hogy valamely mas test termodinamikai 4llapotat meg ne valtoztassuk.)

Megjegyzések:
- ,,egyenletes homérsékleti”
A fenti allitds nem igaz tobb kiilonb6z6 hdmérsékletii hotartaly

alkalmazasa esetén.

- ,egyenértékl’”
Csak nyomatékositas! Ugyanis ez kovetkezik az I. {6tételbdl.

- egy segédtest segitségével természetesen lehetséges a felvett hovel
egyenértékii munka végzése, de ekkor megvaltozik a segédtest

termodinamikai 4llapota!

A Kelvin-axioma segitségével négy allitast igazolhatunk.
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Elso Allitas:

1. Ha a test reverzibilis korfolyamatot hajt végre, g; hot felvéve 9,
hdmérsékleten, g, hot felvéve 6, hdmérsékleten, akkor a g,:¢g, ardny csak a 6,
és 0, hdmérsékletek fiiggvénye lesz.

q1/q,=f(0,, 0,)

Bizonyitas a Carnot ciklussal (korfolyamattal). Mi is az a Carnot-ciklus? Egy
olyan termodinamikai korfolyamat, melynek soran egy (egyszerti
termodinamikai) X test allapotat ugy valtoztatjuk meg, hogy az egy tetszdleges
A 4llapotabdl kiindulva reverzibilis modon két izoterma €s két adiabata mentén
ugyanabba az A allapotba térjen vissza. Mit jelent a reverzibilitas itt?

ABRA: Kenneth Denbigh: The Principles of Chemical Equilibrium

Pli

A korfolyamat: A->B—C—D—A
A részfolyamatok:

A—B izoterma 6, hdmérsékleten, g, ho felvétele
B—C adiabata (g=0)
C—D izoterma 6; hdmérsékleten, g; ho felvétele
D—A adiabata (g=0)

(Emlékezziink:
Lattuk az adiabatédk és az izotermék egyenleteit az idedlis gazokra! A gorbék
kvalitativ alakja hasonlo a teljesen dltalanos esetben is.)
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Belathato:
- g1 €s g, ellentétes eldjeliiek kell hogy legyenek
- g, elojele negativ, g, eldjele pozitiv

Vegyiink két testet, hajtsunk végre rajtuk Carnot-ciklusnak megfeleld
korfolyamatot ellenkezd iranyban. Mindkét test ugyanahhoz a két hotartdlyhoz
kapcsolddjon. A 6, hdmérsékletli izoterméan a felvett hot jeldlje g €és Q.
Mindig taldlhato lesz két egész (n és N) szam ugy, hogy ng,= —-NQ,. Ez azt
jelenti, hogy n és N kor utan a két test, valamint a hidegebb hdtartdly is
visszajut az eredeti dllapotba. Az I. f6tételbdl értelmében a melegebb
hotartdlynak is az eredeti allapotaban kell lennie! Ebbdl pedig kovetkezik,
hogy ng,= —-NQ,. Osszefoglalva:

ng;=-NQ €s nq=-NQ,
A két egyenletet egymassal elosztva pedig
q1/q2= 01/Q>

Tehat a q,/q, arany minden testre azonos fliggetleniil a mindségétdl, méretétol,
sOt fliggetlen a nyomastol €s a térfogattdl is. Amitol egyediil fiigghet, az a
hotartalyok empirikus homérséklete!

q1/q,=f(0,, 0,)

Hogy elkeriiljiik az el6jelek 6sszekeveredését:

mz f(epez)

\qz\

Mivel a munka, melyet X végez valamely kiilso testen

9

W =a.| g,

ezért a melegebb hotartalybdl szarmazo ho azon része, mely munkava
alakithat6

M _ gl
‘%‘ ‘%‘
Ezt a hderogép hatdasfokdanak nevezziik.

=1-1(6,,6,)
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Masodik allitas:
A két ho aranya kifejezhet6 mint

q1/q:=T\/T,
ahol T és T definialja a termodinamikai homérsékletet.

Tekintsiink harom izotermat!

ABRA: Denbigh

Az D—-C—E—F—D korfolyamatra:

mz f(epez)

“12‘

Az A—>B—C—D—A korfolyamatra:

@: f(92’63)

‘%‘

Az A—»B—E—F—A korfolyamatra:

m=f(l91,6’3)
“13‘

A harmadik reldciot elosztva a masodikkal eliminaljuk g;-at:
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| _ 16,6
‘%‘ f(6,,6,)

Az elso relacidval osszehasonlitva:

f6,,6;)

= £(6,.6,
f(8,,6,) J(0-0)

Ez az egyenlet barmely 0; értékre igaz, s ez megkoveteli, hogy az el6z0
hanyadosban a szaml4l6bdl és a nevezdbol kiessen 6s.

lgy

| _ £6) “ .| _ 6, “ | _ f6)
AENACH I AN ICN I AN ACY

Szintén beldthaté, hogy
5] > |aa| >l
s ebbdl
[(8,)> f(6,)> f(6,)

Mivel 0 az empirikus homérséklet, f(0) éppen ilyen j6 mértéke a
homérsékletnek. S6t! Legyen f(0) a termodinamikai hdmérséklet, s jeloljik 7-
vel. A termodinamikai hOmérséklet igy kielégiti a

relaciot, ahol T, €s T, pozitiv szamok, g, és g, jeloli a Carnot-ciklus sordan
torténo hoeffektusokat. Abszolut skalanak is nevezik, hiszen a definicid
fliggetlen a test anyagatol!

Most mar csak a skdla beosztasa hidnyzik, s ez természetesen onkényes kell
hogy legyen. A skala beosztisa ugy tortént, hogy a beosztds megegyezzen a
mar korabban hasznalt empirikus Celsius-féle skaldval.
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Ezek szerint, legyen T a telitett vizgdz termodinamikai homérséklete 101325
Pa nyomadson, s legyen T; az olvado jég termodinamikai hOmérséklete 101325
Pa nyomadson. Definidljuk a 7- T;:=100 kiilonbséget. A

q,
q;

=£=1.366
T,

hanyados mérhetd, s a két egyenlet kijeloli a termodinamikai homérsékleti
skéla kezddpontjat is, -273,15 °C-t.

Igy a hatdsfok:

W _lao|-|a| _ T, -1,
4| 4| T,

Kozbevetés #1.

Emlékezziink az ideélis gazok tulajdonsagai alapjan definialt hOmérsékleti
skdlara (lasd Charles torvény). Megmutathatd, hogy a két definicié ekvivalens.
Az idealis gaz tulajdonsagainak feltevésén alapuld homérsékleti skdla, bar
szilkebb modellen definidlt, nagyobb praktikus jelentdsé€ggel bir, hiszen a
gyakorlati hOmérsékleti skalak alapjaul szolgdl. A Carnot-cikluson alapul6
definici6 elvi szempontbdl jelentOs.

Kozbevetés #2.

Az idedlis gaz modellre a Carnot-ciklus mentén végzett munka €és hoeffektusok
explicit modon kifejezhetdk. Lasd RM-jegyzet.
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Harmadik allitas:
Az entrépia, melynek definicidja

d$=(dg/T)rev,

egy allapotfiiggvény. Az egyenletben dg egy reverzibilis folyamatban T
hOmérsékleten abszorbealt ho.

Alkalmazzuk ezt a definic6t a Carnot korfolyamatra! A két izoterma mentén:

qul _q, quz 4,
T, T, T, T,

Az adiabatdk mentén az entropia megvaltozasa nulla (dg=0).

Ezért a teljes korfolyamatra:

fds=2 4%
I, T,
Azt szintén tudjuk, hogy
It
q, T,
Vagyis
fds =0

A kovetkezd 1épésben azt kell belatni, hogy ugyanez az eredmény érvényes
barmilyen tipusu reverzibilis véltozasra, annak nem sziikségszerl két
izotermabol €s két adiabatabdl éllnia.
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Egy altalanos erd-altalanos elmozdulds diagramban tekintsiik PQ utat. Ezen
utat keresztezi két adiabata RS és TU. A két adiabatét 0sszekothetjiik egy
izotermaval ugy, hogy a PVWQ alatti teriilet (munka) ugyanaz legyen, mint a
PQ alatti. [gy a munka ugyanaz a két it mentén, de ugyanaz a hé is az 1. fotétel
miatt. Ugyanigy NM-re is talalhat6 hasonlé NY XM fit.

ABRA: Denbigh

L 3

Fig. 6.

vt mwale A VAT G

Egy teljesen altalanos korfolyamatot helyettesithetiink szdmos Carnot-
ciklussal, melyrol belathato, hogy

dg, _
Z( T, jrev _O’

1

ABRA: Denbigh




Ha az adiabatak nagyon kozel vannak egymashoz akkor a gorbe mentén
torténo véltozasra is igaz lesz a fenti egyenlet, azaz

fas, =0

Az s also index a rendszerre (system) utal (azaz a testre amely “korbejar” az
allapottérben), s nem tartozik bele a kornyezet entropia valtozasa. Ez az
egyenlet azt mutatja, hogy az entropia egy dllapotfiiggvény.

Ezt konnyl belédtni! Tekintsiik a kovetkez6 két dllapot kozotti valtozast:

(Ta, pa) — (T3, pB)

Hajtsuk végre ezt a véltozast egy o Uton, majd térjiink vissza a kiindulasi
allapotba egy P uton. A teljes A—B—A ciklusra:

B A
[ds,+[ds, =0
A B

[21

Ezért

Az entropia tehét allapotfiiggvény, csak a test dllapotatol fligg!
Az entrdpia extenziv mennyiség.

Vegyiik €szre, hogy eddig csak reverzibilis folyamatokrdl beszéltiink! Mi a
helyzet irreverzibilis folyamatok esetén? Mivel az entropia csak a test
allapotatdl fiigg, ezért mindegy, hogy két allapot kozott milyen utat valasztunk
(reverzibilis vagy irreverzibilis utat), a vizsgalt rendszer entropidjanak
megvaltozasa ugyanakkora lesz! Korfolyamat esetén ez természetesen nulla.

Akkor mi a kiilonbség az irreverzibilis és a reverzibilis valtozas kozott?
Mindjart ...

Addig emlékeztetO: A rendszer dltal végzett reverzibilis munka maximdlis, a
rendszeren végzett reverzibilis munka minimdlis!
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Negyedik allitas:
Egy adiabatikusan izolalt rendszerben az entrépia megvaltozasa mindig pozitiv
az onként végbemeno folyamatokra, nulla a reverzibilis folyamatokra.

Az A—B folyamat entropia valtozasara vagyunk kivancsiak adiabatikus
feltételek mellett (dgag=0). Tételezziik fel, hogy a folyamat 6nként
végbemegy, azaz irreverzibilis.

Tételezziik fel, hogy a visszafelé vezetdo B—A folyamatot reverzibilis tton
hajtjuk végre, két adiabata és egy T homérsékletll izoterma segitségével.

ABRA: Denbigh

Konnyen belathatd, hogy

dBA=WABTWBA

ahol a munka alatt itt a rendszer altal végzett munkat értjiik. Belathato a
Kelvin-axioma segitségével, hogy gga csak negativ lehet! Ezért a testre
vonatkozdan a reverzibilis B—A folyamatot kisér0 entropia valtozas negativ:

Ebbdl pedig a korfolyamat miatt kovetkezik, hogy az adiabatikus koriilmények
kozott onként lejatszodo A—B folyamatra az entropia megvaltozasanak
pozitivnak kell lennie!
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Az A—B folyamat irreverzibilitasa abbdl fakad, hogy az eredeti A dllapotot
csak egy hotartalybdl szarmazo ho transzfer segitségével lehetett helyreallitani.
Igy viszont a helyredllitds nem tokéletes a vildgban, hiszen a hétartdly dllapota
megvaltozott. Az univerzum tobbé nem 4llithat6 vissza eredeti dllapotaba. A
folyamat irreverzibilis! (Az eredeti A—B folyamat sordn entropia keletkezett!)

(Kiséreljiik meg, ugyanis, a korfolyamatot végrehajtani az ellenkez6 iranyban
is. Az ADCB 1t sordn a fiird0 gga hot vesz fel, eredeti dllapot visszadll, viszont
a BA ut megismételt megtételéhez ismét entropiat kell kredlnunk!)

Idézziik fel a reverzibilis ciklust: az entropia dlland6 maradt a korfolyamat
soran, beleértve a hotartily entropidjat is. Ezért ha a folyamatot forditott
irdnyban is elvégzem, az univerzum valtozatlan marad. A folyamat
megfordithato, reverzibilis!
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ATL. FOTETEL
a) Az entrdpia, melyet a

dS=(dq/Tsev,
Osszefiiggés definidl, allapotfiiggvény.

Az entrdpia extenziv mennyiség, mértékegysége: J X!
A moldris entropia intenziv mennyisé€g, mértékegysége: J .mol K

b) Egy rendszer entropidja adiabatikus koriilmények kozott sohasem
csokkenhet. Az entrépia novekszik irreverzibilis folyamatokban, mig élland6
marad reverzibilis folyamatokban.
Vagyis:

ds=0,

ahol § az adiabatikus rendszer entropidja.

Tobb termikus kontaktusban 4ll6 részrendszerre, melyek 6sszességében
adiabatikusan elszigeteltek

> dS,=do >0

Vegyiink most egy példat, egy hotartilyt és egy termodinamikai rendszert,
termdlis kontaktusban a hotartéllyal. Az egész rendszer adiabatikusan
elszigetelt. Ekkor:

dS. +dS, =do

s: rendszer (system)
r: hotartaly (reservoir)

Tételezziik fel, hogy egy valtozas torténik a rendszerben, de olyan lassan, hogy
a hotartaly 7, homérséklete nem valtozik. Ekkor

dS =—-dg/T,

r
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Ez igaz a hétartalyra, akdr reverzibilis, akar irreverzibilis a folyamat! Igy
dS, —dq/T. =do,
vagy alternativ médon:
dg/T, <dS,
Mit is jelent ez?
dg/T, <(dg/T,),,,

Reverzibilis folyamatban a rendszer 4ltal felvett hd nagyobb mint az
irreverzibilis esetben, illetve a rendszer altal leadott ho kisebb mint az
irreverzibilis esetben.

c) Olyan rendszer esetén, mely kornyezetével hot €s/vagy anyagot cserélhet ki,
az entropia nohet, de csokkenhet is!

Példa:

- az é10 organizmusok nyitottak a kornyezetre
- a Nap folyamatosan termalis energiat veszit sugarzas formdjaban
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