MATEMATIKAI KOZBEVETES: INTEGRALAS V.
Bronstejn-Szemengyajev: Matematikai Zsebkonyv
Elsofaju gorbementi integralok

Legyen K szakaszonként sima gorbedarab, kezddpontja A, végpontja B és
u=f(x,y) a K gorbét tartalmazo6 tartomanyban értelmezett korlatos fliggvény.
Vegyiik fel a K gorbén az A=A, Ay, ..., A,=B pontokat. Jeloljiik ezt a
felosztast Z-vel. Jeloljiik As;-vel az A €s A; pontok kozotti gorbedarab
ivhosszat. Az elemi gorbeszakaszok mindegyikében vegylink fel egy
tetszOleges &;, n; koordindtakkal megadott M; pontot. A

o(Z)= Zf(é:i’ni)Asi
i=1
szamot a Z felosztashoz tartozo integralkozelitd 6sszegnek nevezziik.

Jeloljiikk AZ-vel a As;-szamok leghosszabbikat.

An =B
FAMn

A hatérozott integrél értelmezéséhez hasonldan els6faju gorbementi
integrdlnak nevezziik az I szamot, ha tetszoleges €>0 szdmhoz megadhat6
d(€)>0 ugy, hogy minden olyan Z felosztasra, amelyre A(Z)< 9, a M;
pontok vélasztasatol fiiggetleniil (o(2)-1] < ¢ teljesiil. Jelolése:

I= [ f(x.y)ds

(K)
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Maisodfaju gorbementi integralok

Legyen K szakaszonként sima gorbedarab, kezdOpontja A, végpontja B és
u=f(x,y) a K gorbét tartalmazo6 tartoméanyban értelmezett korlatos fiiggvény.
Vegyiik fel a K gorbén az A=Ay, Ay, ..., A,=B pontokat. Jeloljiik ezt a
felosztast Z-vel. A felosztas elemi gorbeszakaszainak mindegyikében
vegyiink fel egy tetszOleges &;, 1; koordindtakkal megadott M; pontot. A
megf61616 koordinatak: Ai=(Xi, yi), Mi= (éi’ T]l)

A

0(2)=Y f &),

szamot a Z felosztashoz tartozo integralkozelitd 6sszegnek nevezziik.
Jeloljiik AZ-vel az A;; és A, pontok tavolsaganak legnagyobbikit.
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A hatérozott integrél értelmezéséhez hasonléan masodfaji gorbementi
integrdlnak nevezziik az I szamot, ha tetszoleges €>0 szdmhoz megadhat6
d(€)>0 ugy, hogy minden olyan Z felosztasra, amelyre A(Z)< 9, a M;
pontok vélasztasatol fiiggetleniil |o(Z)-1) < ¢ teljesiil.

JelOlése:

I= [ f(xy)dx

(K)

Ha a gorbe kezdo- €és végpontja egybeesik, akkor zartgorbementi
integralrol beszéliink. Jelolése:

1= | f(xy)dx

(K)
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KET UJ ALLAPOTFUGGVENY: A SZABADENERGIA ES A
SZABADENTALPIA

A FUNDAMENTALIS EGYENLETEK, A SPONTAN
FOLYAMATOK KRITERIUMAI ES AZ
ALLAPOTFUGGVENYEK TERMESZETES VALTOZOI

Belsd energia: U=U(S, V)
(Fundamentalis egyenlet energia reprezentacioban.)

Entalpia: H=H(S, p)

Entrépia: S=S(U, V)
(Fundamentdlis egyenlet entropia reprezentacidoban.)

De hat szeretnénk olyan fliggvénnyel dolgozni, amelyek természetes
valtozoi a T és p, vagy T és V.

Ezen véltozok alkalmazasa nehézkes, nem elég informativ a belso
energia vagy az entalpia esetén! Emlékezziink, lattuk mar ezeket az

eseteket!

Ez a sejté€s adja a motivaciot arra, hogy 1 allapotfiiggvények utan
nézziink!
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A (HELMHOLTZ-FELE) SZABADENERGIA

Vezessiik be az
A=U-TS

allapotfiiggvényt! Neve: szabadenergia (Helmholtz szabadenergia). A
szabadenergia kis megvaltozasara:

dA =dU —-TdS — SdT

A Clausius egyenldtlenség allando térfogaton, és ha nincs egyéb
munkavégzés, (dg=dU):

dUIT <dS
Atrendezve:
dU -T7TdS <0

Alland6 hdmérsékleten az egyenlet bal oldala éppen a szabadenergia
kis megvaltozasaval egyenlo:

dA,, <0

Alland6 T és V mellett tehit A biztositja az onként lejatsz6dé
folyamatok kritériumat (ha nincs egyéb munkavégzés). Sejthetjiik mik
lesznek A természetes valtozoi. ..
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A SZABADENTALPIA (GIBBS SZABADENERGIA, GIBBS-
ENERGIA)

Vezessiik be a

G=H-TS=U+pV-TS

allapotfiiggvényt! Neve: szabadentalpia (Gibbs szabadenergia, Gibbs-
energia). A szabadentalpia kis megvaltozasara:

dG =dH -TdS - SdT

A Clausius egyenlOtlenség dlland6 nyomason, és ha nincs egyéb
munkavégzés, (dg=dH):

dH/T <dS
Atrendezve:
dH -7dS <0

Alland6 hdmérsékleten az egyenlet bal oldala éppen a szabadentalpia
kis megvaltozasaval egyenlo:

dG, , <0

Allandé T és p mellett tehdt G biztositja az onként lejdtsz6dé
folyamatok kritériumat (ha nincs egy€b munkavégzés). Sejthetjiik mik
lesznek G természetes valtozai...
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A SZABADENERGIA ES A MAXIMALIS MUNKA

Ismét vizsgaljunk meg egy TD-1 rendszert, a rendszer valtozasat két
allapot kozott. A szabadenergia megvaltozasa:

A=A =U,-U~-(T,S,-T5S)
Hasznélva az 1. fotételt:
A, -A=q+w—(T,S,-TS)
Most egy olyan folyamatot (pl. kémiai reakcio, stb.) vizsgalunk meg,
amikor a folyamat mellett hofelvétel torténhet egy allando
hdmérsékletii hotartalytol, és kozben a rendszer hOmérséklete allando,

a hotartaly homérsékletével egyezik meg.

A Clausius egyenlOtlenséget Ujra alkalmazhatjuk a rendszer altal
felvett hore:

dg/T <dS
Integralva, T allandosagat feltételezve
q=T(S,-S))

Behelyettesitve a szabadenergia véltozasanak egyenletébe (ahol
T2=T1=T):

—Ws _(Az - Al)
Az egyenletben —w a rendszer altal végzett munka. Az egyenldség a
reverzibilis valtozasnak, az egyenldtlenség az irreverzibilis

folyamatnak felel meg. Mivel a jobb oldal 4llapotfiiggvény, ért€ke
adott, akar reverzibilis, akdr irreverzibilis folyamatrdl van szo.
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A rendszer altal elvégezhetd maximalis munka tehat egyenlo a
szabadenergia valtozasanak negativjaval. Ezt csak reverzibilis esetben
lehet kinyerni.

(_ W)rnax = _(A’Z - Al )
A szabadenergia tehat tigy foghat6 fel, mint a belsO energia izoterm
folyamatokban tortént megvaltozasanak azon része ami
munkavégzésre maximalisan felhasznalhato!
Alternativ modon:

w2 (Az - A1)

Ez a feliras nem annyira informativ! Az azonban mégis latszik, hogy
ha nincs egyéb munka €s a térfogat allando (azaz nincs térfogati
munka sem), akkor az egyenlOtlenség a spontan lejatszddo folyamatok

kritériumat adja (alland6 T €és V mellett)!

0=AA
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A SZABADENTALPIA ES A MAXIMALIS MUNKA

Ismét vizsgaljunk meg egy TD-1 rendszert, a rendszer valtozasat két
allapot kozott. A szabadentalpia megvaltozasa:

G,-G =U,-U +(p,V,-pV)-(T,S,-TS))
Hasznalva az 1. fotételt:
G,-G =q+w+(p,V,—pV)-(T,S,-1))

Most egy olyan folyamatot vizsgalunk meg, amikor a folyamat mellett
a) hofelvétel torténhet egy dllandé hdmérsékletii hdtartalytol, és b)
kozben a rendszer hOmérséklete allandd, a hotartaly hOmérsékletével
egyezik meg. Tovabba c) a rendszeren kiviili egyetlen testnek, ami
térfogatvaltozdson mehet keresztiil, alland6 a nyomadsa, p, €s d) a
rendszer nyomasa allandé6 a folyamat soran, p (p,=p=p), (bar
térfogata valtozhat).

A Clausius egyenlOtlenséget Ujra alkalmazhatjuk a rendszer altal
felvett hore:

dg/T <dS
Integralva, T allandosagat feltételezve
q=T(S,-S))

Behelyettesitve a szabadenergia véltozasanak egyenletébe (ahol
I=T,=1):

—w—p(V, _Vl)g_(Gz _G1)

Az egyenletben —w a rendszer altal végzett munka, mig - pv,-Vv,) a
rendszeren végzett térfogati munka, azaz a rendszer 4ltal végzett
térfogati munka negativja. Ha van a térfogati munkan kiviil mas
munka 1s, akkor
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—W—p(V2 _Vl):_w

egyéb «

Tehat
- Wegyéb < _(GZ - Gl)

Az egyenldség a reverzibilis viltozasnak, az egyenlotlenség az
irreverzibilis folyamatnak felel meg. Mivel a jobb oldal
allapotfiiggvény, értéke adott, akar reverzibilis, akér irreverzibilis
folyamatrol van szo.

A rendszer altal elvégezhetd maximalis egyéb (azaz nem-térfogati)

munka tehdt egyenld a szabadentalpia valtozasanak negativjaval. Ezt
csak reverzibilis esetben lehet kinyerni.

(_ W)egyéb,max = _(GZ - Gl)
Alternativ médon:
wegyéb 2 (GZ - Gl)

Ez a feliras nem annyira informativ! Az azonban mégis latszik, hogy
ha nincs egyéb munka, akkor az egyenlGtlenség a spontan lejatszodo
folyamatok kritériumat adja (allando T és p mellett)!

0= AG
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A FUNDAMENTALIS EGYENLET: A SZABADENERGIA ES A
SZABADENTALPIA

A szabadenergia
A szabadenergia megvaltozasa a definial6 egyenletbdl:
dA=dU-d(TS)=dU-TdS-SdT

A belso energia fundamentélis egyenletét beirva kapjuk az
szabadenergiara vonatkoz6 fundamentalis egyenletet:

dA= -SdT-pdV

Az egyenlet sugallja a szabadenergia hOmérséklet, illetve nyomas-
fliggését, A=A(T, V). A megfelelo teljes differencialbol

dA:(a_Aj dn(a_f‘j av
T ), v ),

kifejezhetd ujabb két parcidlis differencidlhanyados:

B R
T ), s TP v,

A megfelelo Maxwell-egyenlet:

), ),
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A szabadentalpia
A szabadentalpia megvaltozasa a definidlo egyenletbOl:
dG=dU+d(pV)-d(TS)=dU+pdV+Vdp-TdS-SdT

A belso energia fundamentélis egyenletét beirva kapjuk az
szabadentalpiara vonatkoz6 fundamentélis egyenletet:

dG= -SdT+Vdp

Az egyenlet sugallja a szabadentalpia hOmérséklet, illetve nyomas-
figgését, G=G(T, p). A megtelelo teljes differencialbol

dG:(a—Gj ar+ 2 | 4
aT ), p ).

kifejezhetd ujabb két parcidlis differencidlhanyados:

G oG
—S: — A V: _
(aij = [apl

A megfelelo Maxwell-egyenlet:

{a) ),
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ALLAPOTFUGGVENYEK (POTENCIALFUGGVENYEK) —

EGYSZERU TERMODINAMIKAI RENDSZEREK

Jele, szarmaztatdsa, mért€kegysége

Belsd energia U (I. fotétel) extenziv J
Entalpia H=U+pV extenziv J
Szabadenergia  A=U-TS extenziv J
Szabadentalpia  G=U4+pV-TS extenziv J
Entropia S (II. fotétel) extenziv JK!
Molaris mennyiségek

Molaris belso energia Un intenziv J'mol”
Molaris entalpia H, intenziv J'mol™
Molaris szabadenergia An intenziv J'mol
Molaris szabadentalpia Gn intenziv J'mol™
Moléris entropia Sm intenziv J'mol K

Természetes valtozok, fundamentalis egyenletek, spontan lejatszodo
folyamatok kritériuma

Belsd energia

Entalpia

Szabadenergia

Szabadentalpia

Entropia

ues, v)
H(S, p)
A(T, V)
G(T, p)

SU, V)

ds =
T

dU=TdS-pdV
dH= TdS+Vdp
dA= -SdT-pdV
dG= -SdT+Vdp

1

du + L av
T

dU,, <0
dH, <0
dA,, <0
dG, , <0

0<ds,,

Fontos megjegyzés: vegyiik észre a tablazat utolso két oszlopa

kozotti latszolagos ellentmondast!
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