A TERMODINAMIKA MIKROSZKOPIKUS ERTELMEZESE: A
STATISZTIKUS TERMODINAMIKA ALAPJAIII.

FONTOS TERMODINAMIKAI FUGGVENYEK

0= Ze—ﬂEi _ Ze—E,./kT

i

(E)=(U)= —(aé‘}f]m - kT(aé—TQ]

Vezessiik le a szabadenergiat a belsO energia €s az entropia segitségével!

Wy=3PE & (S)=-k2 PInP

Tudjuk, hogy
A=U-TS

v

Igy
A=Y PE +kTY PInP =) P(E +kTInP)

Tudjuk, hogy
InP=-pE, -InQ

ezért
(A)=>P(E, - kTBE,—kTnQ) ,
vagyis |

(A)=—kTInQ

Termodinamikai 0sszefliggéseinkbdl innen mér gyakorlatilag az 6sszes
allapotfiiggvény kifejezheto.

Az entropia egyik alakja, példaul:

(S)=-k2 PP, =—k(InP).
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Praktikusabb az entropidt kifejezni a szabadenergia fundamentalis
egyenletébdl:
5= EB_AJ
T ),

Az entropia igy:

XVIl2



STATISZTIKUS TERMODINAMIKA ALKALMAZASA: IDEALIS GAZOK
Cél: allapotdsszeg meghatirozdsa

Ut: Schrédinger egyenlet megoldésa, bizonyos egyszeriisitd feltételekkel
Egyszerisitések:

1. Az N-részecske Schrodinger egyenlet szeparaldsa egy-részecske
Schrodinger egyenletekre. Az egy-részecske egyenletek megoldasai az
egy-részecske allapotok. Kérdés: hogyan tolti be az N részecske, a
részecskékre vonatkozo egy-részecske allapotokat? Mas szavakkal:

milyen lesz a rendszerben az energia eloszlasa?

2. Részecskék megkiilonboztethetdségének figyelembe vétele a
statisztikdban: bozonok vs. fermionok

Bozonok: részecskék felcserélésére nem valtozik a hullamfiiggvény
elojele. Ilyenek az egész spinnel rendelkezo részecskék: H, Ho,

(4He)2+’ 4Hea D2

Fermionok: részecskék felcserélésére elOjelet valt a hullamfiiggvény.
Ilyenek a feles spinnel rendelkezé részecskék: H', HD, D, He.

A statisztika azonban azonossa valik egy hataresetben: ha a részecskék
szamanal sokkal tobb részecske allapota van a rendszernek. Ilyenkor a
rendszerre a Boltzmann-statisztika alkalmazasa helytallo.

A Boltzmann-statisztika

A Boltzmann-statisztika allapotosszege:

ahol g az egy-részecske dllapotosszeg:

q= Ze—ﬁei — Ze—ei/kT .

i i
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Az egy-részecske allapotdsszegben ¢; az egy-részecske Schrodinger egyenlet
sajatértéke.

A Boltmann-statisztika egy gyakori alkalmazasa annak kiszamitasa, hogy mi
lesz két kiilonb6z6 egy-részecske allapot betoltottségének ardnya:

P _N,
P, N,

J

— e_ﬂ(gi_gj)

Innen szarmazik a Boltzmann-faktor elnevezés is!

ABRA: Atkins 0.6
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0.6. dbra A Bolizmann-eloszlds
megadija; hogy az egyes dllaporok
hetdltdttsége epxonencidlisan csikken
az dllapotok energigjaval. {a) Alacsony
hémérsékleteken szdmortevden csak a
legalacsonvabb dllapotok vannak
betiltve. (b} Magas hdmérséklereken
mind a nagy, mind a kis energidji
illaporok berdltdtsége jelentds,
Végteleniil nagy hdmérsékleten (az dbra
ezt nem mutatja) valamennyi dllapot

]"'l. ll::! bt ‘\.l::';,:l;' AZONDS,
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Tovabbi egyszerlsitések a Boltzmann-statisztika alkalmazasa soran
3. Schrodinger egyenlet szepardlhatosdaga: transzlacids, rotacios,
vibracids mozgasi modusok, szabadsagi fokok szétvalasztasa.
4. Az egyes mozgdasi modusokra a Schrodinger egyenlet megoldédsa

5. Az allapotosszeg felirdsa az egy-részecske modusok segitségével:

q = QZransz qrot qvibr qelec

6. Az allapotosszegek kifejezhetOk az elso 6ran ismertetett
kvantummechanikai 0sszefiiggések segitségével!

7. Az egy-részecske mozgasi modusok energiaeloszlasara is
alkalmazhat6 a Boltzmann statisztika.
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ABRA
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0.2. abra A killénféle mozgdstipusok
energidi kvantiltsiginak bemurarisa,
A szabad haladd mozgds folytonos
energidji, nem kvantdlt. A forgds
kvantdlt, az energiaszintek tdvolsiga a
gerjeszrettsépeel nd és a molekula
forgatdnyomatékdrd] fige. A rezpés
szintén kvantile, de figyeljiink fel a
skilabeoszrds viliozdsira. Az
encrgiaszintek tivolsiga a molekulir
alkotd aromok tomegérdl és az ezck
kéizéitt léva kiitések merevségéedl flige.
Az elektrongerjeszidsi energiaszintek
kvantilrak, az cgycs energiaszintek
egymastdl nagy (1 eV kietili) tivolsigra
vannak.
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0.7. dbra A harom kiilénbézd tipusi
mozgis Bolemann-eloszlisa ey adon
hémérsékleten. Az energiaskila a hirom
esethen killénbdza (1. 0.2, dbra).
Szobahdmérsélleren a legribhb
rendszerben az elektrongerjeszids, s6t a
molekulik zimér tekintve a rezgés is
alapallapothan van. Nagyon sok forgdsi
allapot népesiil be szobahdmérsékleten,
mivel a forgdsi armenetek energiaszintjei
nagyon koeel vannak egymdshoz.

A forgisi allapotok eloszlisinak kiiltnis
alakja abbdl adédik, hogy az egyes
encrgiaszintek elfajule dllapotok
sokasiginak felelnek meg, melyekben a
molekulik azonos sebességgel, de
kiilnféle irdnyultsiggal forognak.
Minden cgyes dllapot bettltottsége
megfelel a Bolmmann-closzlisnak, az
eloszlis alakja minden szint teljes
benépesitettségén titkrizi.



A Maxwell-Boltzmann sebességeloszlas

8. A mozgasi modusok enegiaeloszlasanak legismertebb formdja a
molekulasebességek Maxwell-féle, vagy Maxwell-Boltzmann
eloszlasa. Az eloszlas azt adja meg, hogy mi a valoszinlisége annak,
hogy egy molekula sebessége rendszeriinkben v és v+dv kozé esik:

MmooV
Pv,v+dv)= f(v)dv=4x| —— ple MVI2RT gy,
( )=f(v) (ZﬂRTJ

Mivel folytonos valoszinliségi valtozordl van szo a valdszinliséget a
sebességeloszlasi fiiggvény (valoszinliségi strliségfiiggvény), f(v)
segitségével irjuk le.

A gorbe jellemzoi: )
ABRA: Atkins 1.14.

am

Fa

relathv molekulas:

14. dbra A molekulik sebességének
eloszldsa a hdmérsékler és a moldris
timeg fligevényében. Figveljitk meg,
hogy a legvaldsziniibb scbesség (az
eloszlasfiiggvény csiesdnak felel meg) a
hdmérséklertel és a moliris tomeg
csikkendsével nivekszik, ezzel
pirhuzamosan az eloszlisfiigevény

szélesedik,
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Véges valosziniseégek:
ABRA: Atkins 1.15.

relativ molekulaszam

¥ Vs
sebassaq

.15, dbra Abhoz, hogy megadjuk a v,
£5 5 sebessegek kozdrt tartomdnyban
Wevd molekulik eldfordulisdnak
valdszintiségér, integralnunk kell az
eloszlastiipevényt a megadorr kée harir
kiizitt. Az integrdl érecke megegyerik a
gotbe alani teriilet drnyvékolr részével.

Az eloszlasfiiggvénybdl nevezetes sebességek is kiszamithatok:
A legvaldszinlibb sebesség (a gorbe maximuma)

) ORT 172
y = ——
M

Az atlagsebesség:

1/2

i oo 3/2
V= J.Vf(v)dv = J.4ﬂ' L v3e—Mv2/2RTdv _ 8RT
0 0 27RT Vil

Sebességnégyzet dtlaganak gyoke (kinetikus géazelmélet!):
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o 1/2 o M 3/2 1/2 ART 1/2
1/2 2
w=<v2> = Ivzf(v)dv = '[47[ e vie ™M I2RT 0y, = ——
) )\ 2R M

ABRA: Atkins 1.17.
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1.17. dbra A Maxwell-eloszlashal
levezethetd ranulsigok
T hdmérsékler eserén:

fssreprdse M

moliris tfimeg és
c* a legvaldszindbb sebesség, ©: a

kiizepes sebesség (vagy ddlagsebesség) és
¢ a négyzetes sebességek kbzépériékének

négyzetgyike.

9. A teljes dllapotosszeg segitségével a rendszer termodinamikai
fliggvényei kiszamithatok.

Példa: hdkapacitasok hOmérsékletfiiggése

a) monatomos ideélis gdz: mivel a kvantalas nagyon siirli, a transzlacio
klasszikus mozgéasként kezelhetd. Moléris hokapacitasa allando

térfogaton: 3/2R.

b) Ha az idealis gaz részecskéinknek belso szerkezete is van, akkor a
belsd mozgasi modusok is hozzajarulhatnak a hdkapacitashoz.
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1)

1i1)

1V)

V1)

Azonban az energiaszintek kiilonbsége miatt alacsony
homérsékleteken nem all rendelkezésre elég energia a rotacids
€s vibracios szabadsagi fokok gerjesztésére.

A homérséklet novelésével eldszor a rotacios allapotok valnak
hozzaférhetdvé, egy atmeneti hOmérséklet-intervallum utan az
allando térfogaton vett hOkapacitas nem-linearis molekulakra:

6/2R, linearis molekulakra 5/2R. Szobahomérsékleten
altalaban ezt tapasztaljuk.

A homérséklet tovabbi emelésével a vibracios allapotok is
hozzéaférhetdvé valnak. Az alacsony frekvencidju vibraciok
gerjesztodnek eldszor, késobb a magasabbak. Minden
vibracidés mod R hozzajarulast ad a moléris hOkapacitdsokhoz.

Poliatomos molekuldkndl a hokapacitasok vibracios
hozz4jaruldsai mar nem valnak el egymastol, tobbé-kevésbé
monoton novekedést tapasztalunk.

Realis gazok, folyadékok hdkapacitasanak
homérsékletfiiggése joval bonyolultabb lesz. Kritikus
homérsékleten a hokapacitasok azonossa valnak.

Szilard anyagok hokapacitasara vonatkozo empirikus
szabdlyok, torvények:

- Dulong-Petit szabaly
- Neumann-Kopp szabaly
- Debye torvény
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b)

ABRA: RM jegyzet
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Si
Grafiy

P+ OB = F ° & & D

Gyéman

2.4, dbra A hfkapacitis himérsékletfliggése kétatomos tokeletes gdz a), szilird anyagok b)
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A Boltzmann-eloszlas egy kissé eltéro tipusu alkalmazdsa: a barometrikus
magassagformula

Ha a részecskékre kiilso erotér, példaul gravitacios erdtér, is hat, akkor a
részecskék potencidlis energidja eltérd lesz az erOtérben felvett pozicidjuknak
megfelelden. Ha egyébként a hOmérséklet megegyezik a két vizsgalt helyen,
akkor alkalmazhat6 a Boltzmann-féle eredmény:

N,- _ 6_(Ei_gj)/kT
N

j

Gézokra az N;/ N ardny a nyomdsok ardnyat adja meg, az energidk
kiilonbsége pedig a & magassagkiilonbségnek megfeleld potencidlis energia
kiilonbséget. Tehat

Pi _ o 8 hIKT

P;

A tengerszint feletti 7 magassagban a 1égnyomas kiszamitasara pedig a
kovetkezo képletet alkalmazhatjuk:

—mgh! kT

Pnr = Po€
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