
A MOLEKULADINAMIKAI MÓDSZEREK SZISZTEMATIKUS 
TÁRGYALÁSA: NUMERIKUS ESZKÖZÖK  
 
NUMERIKUS ESZKÖZÖK 1.: AZ ELEKTRONIKUS 
HULLÁMFÜGGVÉNY REPREZENTÁCIÓJA 
 
Hullámfüggvények sorfejtése: 
 

1. Atomokon centrált (AO-típusú) bázisfüggvényekkel 
2. Síkhullámok bázisán 
3. Lebeg� függvényekkel (Floating Gaussian Orbitals) 

 
Atom-centrált bázisfüggvények 
 
A hullámfüggvény kifejtése: 
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Milyen függvény legyen µφ ? 
 
 Slater-típusú függvény: 
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 El�nyeik:  
 

- néhány függvény lineáris kombinációjával gyakorlatilag 
pontosan el�állíthatók az atomi hullámfüggvények 

- jó aszimptotikus viselkedés: r�0 esetén a Slater-pályáknak, 
hasonlóan a hullámfüggvényekhez, véges az r szerinti 
differenciálhányadosa  

- jó aszimptotikus viselkedés: r�� esetén a Slater-pályák, 
hasonlóan a hullámfüggvényekhez, exponenciális lecsengést 
mutatnak 

 
Hátrány:  
 - több-centrumú integrálokat nagyon nehéz kiszámolni 



 
 Gauss-típusú függvény: 
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 ahol a ),( Pppg rµα  függvények az 1s, 2px, 3dxy, stb. típusú ún. primitív 

Gauss-függvények: 
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A primitív Gauss-függvények lineáris kombinációjával készülnek a 
kontrahált függvények. A lineáris kombináció a Slater-típusú 
függvények kedvez� tulajdonságait hívatott reprodukálni! A bázis 
specifikációjához hozzátartozik �p� és dp� megadása! 
 
Hátrányok: 

- nem Slater-függvény „alakúak” 
El�ny:  

- könny� numerikus kezelhet�ség 
 

 
Általában ra=rP-vel! Viszont használatos olyan bázis is, mely a 
primitív Gauss függvényeket 1s-típusú Gauss függvények lineáris 
kombinációjaként reprezentál. Ekkor beszélünk Gauss Lobe bázisról. 

 



ÁBRA: Mayer I. 
 

 
 

 Gauss-függvények fontos tulajdonsága, mely az integrálok 
kiértékelését megkönnyíti: két, a térben általános elhelyezkedés� 
Gauss függvény szorzata egy harmadik Gauss-függvényt ad. 
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ÁBRA: Szabó-Ostlund 

 

 
 



Az AO-típusú reprezentáció tulajdonságai, el�nyei (E), hátrányai 
(H): 
 

- kémiai szemléletnek megfelel� (E) 
- már kis bázis relatíve jó eredményt ad (E) 
- nem ortogonálisak (H) 
- atomi pozícióktól függnek (H) 
- fellép a BSSE, a bázis kiterjesztési hiba (H) 
- fellépnek az ún. Pulay-er�k (H) 

 
A bázis kiterjesztési hiba 
 

BSSE forrása:  
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Kiküszöbölés: Counterpoise korrekció 
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Ahol 
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Csak akkor, ha nincs geometriai relaxáció! 

 
Ekkor:
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BSSE hatásai: 
 

– mélyebb potenciálgödör, er�sebb kölcsönhatási energia 
– potenciál er�állandóinak változása, alacsonyabb vibrációs 

frekvenciák 
– potenciál minimumának eltolódása 
 



Síkhullám bázis 
 
Filozófia: az atomok a szabad elektronok kis perturbációi 
 
A hullámfüggvény kifejtése: 
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Milyen függvény legyen µφ ? 
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ahol Ω  a számításhoz használt számolási doboz térfogata.  
A függvényekben r a valós, G pedig a reciprok tér vektorait jelenti. 
 
Tulajdonságai el�nyei (E), hátrányai (H): 
 

- periódikus függvények (E/H) 
- ortonormált függvények (E) 
- teljes bázist képeznek (E) 
- függetlenek az atomi pozícióktól (E) 
- nincs BSSE (E) 
- nincs Pulay-er� (E) 
- sok függvény szükséges a pontos leíráshoz (H) 
- valós tér deriválása → reciprok tér szorzása  

(FFT-vel lehet köztük mozogni) (E/H) 
- pszeudopotenciál elmélet alkalmazása szükséges (H) 

 
Pszeudopotenciál elmélet: 
 

A hullámfüggvénykis térrészekben történ� nagy változásainak 
leírásához nagy Fourier komponensek szükségesek (sok függvény). 
 
Ilyen a hullámfüggvény változása a magok közelében (core) 
 



Core elektronok: a magok körüli térrészben összpontosulnak, 
kémiailag nem érdekesek 
Vegyértékelektronok: nagy térrészre kiterjednek, de a magok 
körül nagy oszcillációkkal rendelkeznek, kémiailag érdekesek. 
 
Oka: Pauli-elv: ortogonalitás csak akkor teljesülhet, ha a core 
környékén az elektron pályájának nagy az oszcillációja. Ui. a 
core környéki nagy vonzást nagy kinetikus energiának kell 
kompenzálnia! 

 
Összefoglalva: 

a vegyérték elektronokra ható egzakt potenciális energia operátort 
olyan effektív potenciálra kell kicserélni, amely ugyanazt a „kicsi 
negatív potenciális energia értéket” adja, a core közelében sima 
hullámfüggvényre cseréli ki az er�s oszcillációt, aszimptotikus alakja 
pedig megegyezik az egzakt egyelektron függvény alakjával.  
 
 

 



Példa: 

 
 

 



Lebeg� Gauss-függvény bázis (Floating Gaussian Orbitals)  
 
A Gauss függvények nem centrálódnak atomkra, hanem szabadon 
változtatják pozíciójukat a szimuláció során. A hullámfüggvényt, 
hasonlóan a GLO módszerhez, s-típusú Gauss-függvények lineáris 
kombinációjaként írjuk fel. 
 
A Gauss-függvényeket szabályos poliéderek csúcsain helyezzük el. Ennek 
során megfelel� szimmetria tulajdonságokkal rendelkez� héjakat hozunk 
létre, ezen héjak kombinációjaként kapjuk a hullámfüggvényt. Az 
exponensek egy héjon belül azonosak, különböz� szimmetriájú héjaknál 
különböz�ek.  
 
Alkalmazás: szabad töltések (elektron, proton) szimulációjára.



NUMERIKUS ESZKÖZÖK 2.: AZ INTEGRÁLOK SZÁMÍTÁSA 
 
Bonyolult feladat! 
 
Példa: Kételektronos négycentrumú integrál, négy s-típusú Gauss-
függvénnyel. 
 
A Gauss-függvény 

 
Az integrál: 
 

 
 
A kiegészít� mennyiségek: 
 

 
 



NUMERIKUS ESZKÖZÖK 3.: AZ ELEKTRONIKUS SCHRÖDINGER 
EGYENLET MEGOLDÁSÁNAK MÓDSZEREI 
 
→ Szemiempírikus módszerek: AM1, PM3 
 
→ Ab iníció módszerek 
 
  Néhány megfontolandó tény: 
  → Hartree-Fock módszer (iteratív, SCF módszer) 
 → elektron korreláció figyelembevétele szükséges lehet  

(poszt - HF módszerek kellenek!) 
→ poszt – HF módszerek közül a méretkonzisztens módszerek 
jönnek számításba 
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Ált. def.: ha N kölcsönható részecske van, energia ~ N, ha 
N → ∞. 

 → →CI módszerek nem ilyenek! (természetesen a full-CI 
méretkonzisztens.) (MO-kból képzett determinánsok lineáris 
kombinációja a hfv.) 

 →→ jók a perturbációs módszerek (pl. MBPT-n alapuló módszerek!) 
  Mj: másodrend� perturbációs tagot tartalmazó módszer (MP2) a 

legolcsóbb. 
 → →CI-ból levezetett Compled-Cluster módszerek (Szalay 

Péterék…) (pair, coupled-pair, CC módszerek már 
méretkonzisztensek) 

 → →DFT módszerek: s�r�ség funkcionál elméleten alapuló 
módszerek 

 → szemben a fenti módszerekkel melyek konfigurációs 
tér függvényekkel dolgoznak → DFT az elektron 
valószín�ség s�r�séggel dolgozik. A HF egyenletekhez 
formailag hasonló Kohn-Sham egyenletek megoldásai 
szolgáltatják a KS-pályákat és az elektronikus energiát. 



NUMERIKUS ESZKÖZÖK 4.: VARIÁCIÓS ELVEN ALAPULÓ 
MÓDSZEREK MEGOLDÁSA MÁTRIX DIAGONALIZÁLÁSSAL  
 
Sztandard módszer: 
  

→ Householder módszer: mátrix transzformációja tridiagonális 
formára  

→ QL-módszer, vagy QR-módszer: a tridiagonális mátrix 
sajátértékeinek és sajátvektorainak megkeresése 

→ N3-nal skálázódik, ahol N a mátrix dimenzója. 
→ Részletekért ld. Eispack, Numerical recipes. 

 
Ritka mátrixokra alkalmazott módszer az NlogN szerint skálázódó Lánczos 
módszer. 
 
Lánczos módszer: 

 
A tridiagonális mátrix innen már relatíve könnyen diagonalizálható. 



NUMERIKUS ESZKÖZÖK 5.: AZ ENERGIA SAJÁTÉRTÉKEK 
GRADIENSE, ER�SZÁMÍTÁS  
 
Az elektronoktól a klasszikus atomokra ható er� számítása: 
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Az egyenlet a Hellman-Feynman tételb�l következik. 
 
A Hellman-Feynman tétel: 
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A tétel csak az egzakt hullámfüggvényre igaz – bár variációs 
hullámfüggvényre is igaz, de csak teljes bázison – más esetekben fellépnek 

a Pulay-er�k, a �
0 0∇I Hψ ψ  és a �

0 0∇IHψ ψ  típusú tagok. 
 
Fontos megjegyezni, hogy a Pulay-er� elhanyagolása nagy hibát 
eredményez! Az atom-centrált bázisok esetén a Pulay er� csak teljes 
bázison t�nik el, a síkhullám-bázisnál meg sem jelenik! A síkhullám-
bázison ui. a bázisfüggvények függetlenek az atomi pozícióktól.  

 
Hogyan értékeljük az energia várható értékének deriváltjait? 
 

- véges különbség módszer? Költséges és pontatlan. 
- analitikus értékelés (RHF, DFT, MP2, CAS-SCF, FCI alapú 

módszerekre megoldott) 
 

Pl.: az RHF-energia deriváltja: 
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ahol µ, ν, σ, λ a bázisok indexe, Pµν a s�r�ség mátrix, és  
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