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A reakciórend és a sebességi együttható meghatározása nemlineáris paraméterbecsléssel (Írta: Keszei Ernő)

Tegyük fel, hogy a reakció sebességi egyenlete felírható 

	� EMBED Equation.2  ���	(E 1)

alakban. A 19. oldalon leírtak értelmében, ha a reakció ( rendjét nem ismerjük, akkor az egyik megoldás a differenciális módszer alkalmazása lehet. Ez a módszer azonban – amint az itt következő feladat megoldása kapcsán is láthatjuk – nem mindig szolgáltat megbízható eredményeket, aminek az elkerülhetetlen deriválási művelet hibanövelő hatása is egyik oka. Ilyenkor segíthet a kiintegrált összefüggések alapján történő döntés. Ehhez azonban nem szükséges a megfelelő rendű sebességi egyenlet megoldásfüggvényeit egyenessé transzformálni, célszerűbb azokat az eredeti alakban a kísérleti adatokra illeszteni nemlineáris paraméterbecsléssel. Ha az (E 1) egyenlethez a c(t = 0) = c0 kezdeti feltételt rendeljük, akkor az 1.1. táblázat mintájára a megoldásfüggvényeket az F1.1. táblázat szerint foglalhatjuk össze.



F1.1. táblázat  Egyszerű sebességi egyenletek és megoldásfüggvényeik��Rend�sebességi egyenlet�megoldásfüggvény�k egysége��0�– dc / dt = k�c = c0 – kt�mol dm–3s–1��1�– dc / dt = kc�c = c0e–kt�s–1��2�– dc / dt = kc2�� EMBED Equation.2  ����dm3 mol–1 s –1��3�– dc / dt = kc3�� EMBED Equation.2  ����dm6 mol–2 s –1��Az 1. fejezetben szereplő 1.1. példa megoldása nemlineáris módszerrel így is csak próbálgatással lehetséges, de nem kell a mérési pontokat transzformálni, csak az F1.1. táblázat függvényeit kell sorban ráilleszteni a koncentráció-idő diagramban felrajzolt eredeti mérési adatokra. Az eredményeket az F1.1. ábrán tüntettük fel.

Az ábrából látható, hogy a mérési pontokra csak a másodrendű reakció megoldásfüggvénye illeszkedik kielégítően, a többi függvény mindegyike szisztematikusan eltér azoktól. Ennek alapján egyértelmű, hogy a kísérleti adatokat a négy függvény közül csak a másodrendű sebességi egyenlet megoldásfüggvénye képes leírni.



��F1.1. ábra. Az 1.1. példa mérési adatai (körök), és az adatokra illesztett, különböző reakciórendeknek megfelelő koncentráció�függvények. Látható, hogy csak az elsőrendű függvény illeszkedik az adatokra.��Van még egy lényeges különbség a linearizált függvény illesztése, és az eredeti koncentráció-idő függvény illesztése között. Ha a koncentráció-idő függvényt illesztjük az eredeti, transzformálatlan pontokhoz, akkor az illesztett függvény és a mérési pontok közötti koncentrációkülönbségeket minimalizáljuk, ezért az így kapott becsült paraméterek a koncentrációk lehető legkisebb eltérésének felelnek meg. Ha a linearizált pontokra illesztjük a linearizált függvényt, akkor eltérő paramétereket kapunk. Elsőrendű reakció esetén pl. a koncentrációk helyett azok logaritmusára illesztjük a log c függvényt. Ilyenkor a lecsengő függvény kis koncentrációknál mért értéke, ahol a koncentrációváltozások már kicsik, erősen felnagyítódik, mert a logaritmusok változása a változás arányától, nem a különbségektől függ. Így az is előfordulhat, hogy éppen a kis változások tartománya határozza meg a becsült paraméterek értékét. Hasonló a helyzet a másodrendű 1/c, vagy a harmadrendű 1/c2 transzformációk esetén is; ezek a transzformációk a nagyobb koncentrációváltozásokat kisebbé, a kisebbeket pedig nagyobbá teszik, ezzel felnagyítva a kis koncentrációváltozások hibáit is.

Azt mondhatnánk ezután, hogy paraméterbecslésre ugyan nem jók a linearizált függvények, de szemmel jobban látszik rajtuk, hogy egyenesek-e vagy sem, azaz, hogy a megfelelő sebességi egyenlet alkalmazható-e vagy sem, mint a nemlineáris illesztések esetén. A nemlineáris illesztés eredményeit egyrészt az illeszkedő függvény ábrázolásával szemléltethetjük, de felrajzolhatjuk a mért és illesztett pontok különbségeit, az ún. reziduális (maradék) eltéréseket. Jó illeszkedés esetén ezeknek a c = 0 vízszintes egyenes mentén kell véletlenszerűen elhelyezkedniük. (Ld. 4.a ábra.)

Összefoglalva megállapíthatjuk, hogy ha a kinetikai adatok kiértékelésekor nem kell az egyenes vonalzóra hagyatkoznunk, hanem számítógép is rendelkezésünkre áll, nem érdemes a koncentráció-idő függvényeket linearizálni, mert ez több munkával jár, ugyanakkor pontatlanabb eredményeket szolgáltat. Manapság már sok olyan programcsomag (táblázatkezelők, grafikai programok, statisztikai programok) áll a rutin felhasználók rendelkezésére is, amelyekkel nagyon egyszerűen elvégezhető egy nemlineáris paraméterbecslés. A következő példával kellőképpen alátámasztjuk a fenti megállapításokat.

F.1. példa

Egy gázreakcióban a reaktánsok ekvivalens mennyiségének összekeverését követően nyomonkövetjük a fogyó A reaktáns c koncentrációját. Mivel a keveredés nem pillanatszerű, ezért a koncentrációt a t = 0 időpontban nem tudjuk pontosan megmérni. Határozzuk meg a reakció rendjét (feltételezve, hogy az egész szám), és becsüljük meg a sebességi együtthatót és az ismeretlen c0 kiindulási koncentrációt. A mérési eredményeket a következő táblázatban foglaljuk össze.

�

Idő, s�+1�2�3�4�5�6�7�8��Koncentráció,�mol / m3�1.235�0.741�0.516�0.427�0.312�0.272�0.232�0.218��Idő, s�9�10�11�12�13�14�15���Koncentráció,�mol / m3�0.227�0.186�0.174�0.149�0.15�0.095�0.118���Próbálkozhatunk először a differenciális módszerrel, amely az

	ln� EMBED Equation.2  ���= ln k + ( ln c	(E 2)

alakban írható. Ehhez szükség van a mért koncentrációkból a deriváltak számítására. Erre a célra sok közelítő numerikus módszer alkalmazható. Az egyik legegyszerűbb az ún. mozgó átlagok módszere. Eszerint pl. úgy számíthatjuk a deriváltakat, hogy először minden pontban kiszámítjuk az adott pont és a két szomszédos pont átlagát, majd a két szomszédos pontban az így kapott átlagérték különbségét elosztjuk a két szomszédos pont távolságával. Ez az érték lesz az adott pontban a derivált numerikus közelítése�. A fenti adatokra ezzel a�

��F2.2. ábra. A mérési adatokból számított deriváltak (négyzetek) a koncentráció logaritmusának függvényé�ben ábrázolva, és a rájuk illesztett (E 2) egyenes.��

módszerrel kapott deriváltakat és a legkisebb négyzetes módszerrel rájuk illesztett (E 2) egyenest láthatjuk a 2. ábrán. Az egyenes illesztése során annak meredekségére ( = 1,68 ( 0,47, a tengelymetszet alapján a sebességi együtthatóra pedig k = 0,77 ( 0,54 számérték adódik a sebességi egyenletnek megfelelő mértékegységben, ha a koncentrációt mol / m3, az időt pedig s egységben írjuk be. (A ( jel után feltüntetett érték a 95%-os konfidenciatartomány félszélességét jelenti.) Az eredmények alapján arra következtethetünk, hogy a reakció első vagy másodrendű lehet. A sebességi együttható becslése láthatóan nem kielégítő pontosságú.

Pontosabb eredményeket remélhetünk a kiintegrált függvények illesztéséből. Ennek érdekében illesszük a kísérleti pontokra az elsőrendű és a másodrendű sebességi egyenletek megoldásfüggvényeit. A 3. ábrán mind a linearizált, mind a nemlineáris illesztés eredménye látható elsőrendű reakciót feltételezve. Mindegyikből kiderül, hogy a mért adatok nem írhatók le megfelelően elsőrendű kinetikával. A másodrendű koncentrációfüggvény illesztésének eredményei a 4. ábrán láthatók. Mind a linearizált, mind a nemlineáris függvény illeszkedése megfelelő, de jól megfigyelhető, hogy a maradék eltérések a linearizált görbe esetén a kis  koncentrációk tartományában jelentősen nagyobbak, mint a nemlineáris függvény esetén. Ugyanez tükröződik a két különböző illesztés során kapott paraméterek pontosságában is.

�����F.3. ábra. (a) A mérési adatokra illesztett elsőrendű nemlineáris koncentrációfüggvény (vastag vonal), valamint az illesztés utáni reziduális eltérések (körök). (b) Az elsőrendű koncentrációfüggvény linearizálásának megfelelően transzformált pontokra illesztett egyenes. Látható, hogy sem a koncentrációfüggvény, sem az egyenes nem illeszkedik a pontokra.�������F.4. ábra. (a) A mérési adatokra illesztett másodrendű nemlineáris koncentrációfüggvény (vastag vonal), valamint az illesztés utáni reziduális eltérések (körök). (b) A másodrendű koncentrációfüggvény linearizálásának megfelelően transzformált pontokra illesztett egyenes. Látható, hogy mindkét függvény illeszkedik a pontokra, de a linearizálás felnagyítja a kis koncentrációknál fellépő mérési hibákat, ezzel eltorzítja a becsült kinetikai paramétereket is.��A különböző módszerekkel kapott paramétereket az F2.2. táblázatban foglaltuk össze. Az adatokból világosan kitűnik, hogy a nemlineáris paraméterbecslés eredményei meg- bízhatóbbak nem csak a differenciális módszerrel kapott eredményeknél, hanem azoknál is, amit a megfelelő rendű linearizált függvény illesztésekor kapunk.

F.2. táblázat  Különböző becslési módszerekkel kapott kinetikai paraméterek 95%-os konfidencia-intervalluma��becslési módszer�k / (m3 mol –1 s –1)�c0 / (mol m–3)��differenciális�0,766 ( 0,543�—��linearizált integrált másodrendű �0,574 ( 0,102�13,10 ( 159,9��nemlineáris integrált másodrendű �0,545 ( 0,029�  3,77 (     0,60��A differenciális módszerrel kapott sebességi együttható konfidencia-intervalluma (0,22 ; 1,31) nem árul el sokkal többet annál, mint hogy a k milyen nagyságrendbe esik. A linearizált becslésből származó eredmény (0,472 ; 0,677) ennél ugyan jóval pontosabb, de meg sem közelíti a nemlineáris függvény alapján becsült (0,516 ; 0,574) intervallum pontosságát. A c0-nak linearizált összefüggéssel kapott (–146.8 ; 173.0) konfidencia-intervalluma még nagyságrendi becslésnek sem jó, miközben a nemlineáris módszerrel kapott (3,17 ; 4,38) konfidencia-intervallum már elfogadható becslésnek tekinthető.



Megjegyzések

Ez a függelék terjedelmi korlátok miatt csak nagyon rövid összefoglalása a nemlineáris numerikus-statisztikai módszerek lehetséges reakciókinetikai alkalmazásának. Az alábbi megjegyzésekben részletesebben kifejtünk néhány, a fentiekben használt fogalmat, valamint a téma részletesebb tárgyalásával foglalkozó művekről is lesz szó.

A nemlineáris paraméterbecslést és a függvényillesztést szinonimaként használtuk, és mindkét esetben a legkisebb négyzetes becslési módszert értettük alatta. Az eljárás lényege, hogy a (ci , ti) mérési pontokra a c = f (t ) függvényt olyan paraméterekkel illeszti, amelyek minimalizálják a

	Q = � EMBED Equation.2  ���	

eltérésnégyzet-összeg függvényt. Az összegzés az m mérési pont mindegyikére elvégzendő. A wi az ún. súlyfaktor, amelyet, ha úgy választunk meg, hogy arányos legyen minden egyes mérési pontban 1/s2(ci)-vel, az i-edik koncentráció méréséből eredő szórásnégyzet reciprokával, akkor a legkedvezőbb tulajdonságú (minimális varianciájú torzítatlan) becslést kapjuk. A legtöbb kereskedelmi programcsomag nem teszi lehetővé a wi egyedi súlyfaktorok kezelését, ehelyett az ún. súlyozatlan legkisebb négyzetes módszert alkalmazza, azaz a wi = 1 közelítést. (Ezt alkalmaztuk a fenti példa megoldásánál is. Ha a példában a linearizáláskor figyelembe vennénk, hogy a koncentrációk szórásnégyzete hogyan változik a transzformáció során, akkor a megfelelő súlyok beírásával a felnagyított 1/c vagy ln c eltérések megfelelően kis súllyal történő figyelembevétele miatt a linearizált adatokra illesztett egyenessel is a nemlineáris illesztéshez hasonló jóságú becsléseket kapnánk.) Az eljárás során nemcsak az ily módon optimális paraméterek, hanem azok meghatározásának hibái is kiszámíthatók. A módszer nemlineáris függvényekre történő alkalmazásáról részletesen olvashatunk pl. Bevington (1969) klasszikus könyvében, vagy a későbbi Valkó-Vajda (1987) könyvben. Bevington könyve részletes statisztikai bevezetőt is tartalmaz, a Valkó-Vajda könyv inkább a numerikus részleteket tárgyalja jól, leírja a numerikus deriválási módszereket is, és sok BASIC nyelvű programot közöl. A nemlineáris paraméterbecslés jól érthető leírását találjuk a 80-as évek nagysikerű numerikus receptgyűjteményében is (Press et al., 1987), amelyhez külön kaphatók FORTRAN, C, és PASCAL nyelvű programgyűjteményt tartalmazó kiegészítő könyvek lemezekkel együtt.

Amint említettük, a legkisebb négyzetes módszer segítségével a paraméterek hibái is kiszámíthatók. Mivel ezek a hibák (a becsült paraméterek ún. standard deviációi) a mérési pontok számától függő megbízhatóságot jelentenek, célszerűbb az eredmények megadása konfidencia-intervallumok formájában. Ha a p paraméter standard deviációja (amit a legtöbb program egyszerűen csak „error” néven ír ki) s (p), akkor az 1– ( megbízhatósághoz tartozó konfidencia-intervallum a 

	p ( s(p) t( (1– ( / 2)	

kifejezés alapján számítható, amiben t( (1– ( / 2) a ( szabadsági fokú Student-féle t-eloszlás eloszlásfüggvényének változója ott, ahol az eloszlásfüggvény értéke éppen 1– ( / 2. A szabadsági fokot úgy kapjuk, hogy a mérési pontok számából kivonjuk a paraméterek számát és még 2-t. A részletek megtalálhatók Bevington könyvében, vagy a jó és könnyen érthető Green-Margerison (1978) statisztikakönyvben. Magyarul a Reimann-Tóth (1994) könyvet ajánljuk az érdeklődő olvasónak. Ezekben a könyvekben statisztikai táblázatok is találhatók – amelyekből pl. t( (1– ( / 2) értékei is kikereshetők –, de részletesebb táblázatokat találunk a Lindley és Scott (1984) összeállította táblázatgyűjteményben.

A nemlineáris numerikus és statisztikai módszerek a fenti egyszerű példáknál sokkal szélesebb körben alkalmazhatók a reakciókinetikában. A reakciókinetikai alkalmazások bővebb áttekintése olvasható Cvetanovic et al. (1979) összefoglaló cikkében, bár ebben még igen nagy súllyal szerepel a linearizált függvények illesztése, és az abból adódó  problémák egzakt kezelése. Egy érdekes alkalmazásra példa Keszei et al. (1993) közleménye. Sok reakciókinetikai vonatkozású probléma statisztikai megoldása olvasható rendszeresen a Journal of Chemometrics című újságban is.��Irodalomjegyzék
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� A mozgó átlagoknál pontosabb, de bonyolultabb módszer pl. a néhány (3, 5, stb…) pontra illesztett, ugyancsak mozgó interpoláló polinom, amely deriválható, és a középső pontban kiszámítható a derivált értéke.
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